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5 La Generalizzazione Relativistica delle D
2\O

-z Leggi della Meccanica 1 S

Principio d'inerzia ereditato dalla meccanica classica:
- Definisce la classe dei SdR inerziali e ne postula I'esistenza.
Covarianza rispetto alle trasformazioni di Lorentz:

- La nuova legge cosi soddisferd, automaticamente, il principio di relativita
ed il postulato dell'invarianza della velocita della luce.

Validita del principio di corrispondenza:

- Grandezze e le leggi fisiche, nella loro nuova formulazione, devono
ricondursi a quelle classiche nel limite di velocita piccole rispetto a
quella della luce.
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+ Consideriamo l'urto elastico in figura tra due sfere di uguale
massa m.

+ Consideriamo un SdR § in cui le due sfere abbiano inizialmente
velocita opposte:
~(2)

'D'(]) _ —17(2) - v = al +bj

S i) = —ai — b

Quando le due sfere urtano, per i loro
centri passa una retta parallela all'asse y.

La forza d'urto F e percid parallela
all'asse y.

Nell'urto si invertono percid le
componenti y delle velocita, mentre
le componenti x restano invariate.
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In termini matematici:
i =—ai—by |7V =—ai+b)

i =aivby |3V

- La quantita di moto totale prima dell'urto &:f

=al—bj

Ql, = mﬁi(l) + mz?l.(z) =

= ml:—af— bj:|+ ml:ai+bj:| =0

Mentre dopo l'urto é:

Qf = ”“75‘1) + mﬁ@ =

= ml:—ai+ bj:|+ m[ai— bj:l =0
Dungue la quantita di moto
si conserva nell'urto.
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Trasformazioni di Galileo (II) D
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+ Consideriamo ora lo stesso urto, visto in un SdR S’ che si muove lungo * Per quanto riguarda la quantita di moto:
I'asse x, con velocita V=« rispetto a S, g =i

utilizzando le trasformazioni di Galileo:

A1)

=(1)

v
i

: o = mvi’x(l) + mv.'(z) =2ma+0=-2ma

x

v = v(l) —V=-a-a=-2a , A1) A2)
ix ix Ql_y =mu’ +mu = —mb+mb=0
a—) A2) _ -
Qﬁc—mvﬁ +mu = 2ma+0=-—2ma

’ ’(1) ’(2)_ =
Q) =mv, +muy =+mb—mb=0

+ Confrontando:

’

Qix - Qﬁf N Q/_ Qr

Ql — Q/ i = )
iy f )
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* La quantita di moto “classica” si conserva + Consideriamo ora lo stesso urto, visto nel SdR S’ che si muove, con
nell'urto anche nel SdR §". velocita V' =a rispetto a S, utilizzando o rea)
le trasformazioni di Lorentz:

+ Dunque la quantita di moto “classica™

0= mu, +m,u,

si conserva nell'urto in entrambi i SdR
considerati.

DOMENICO GALLI - Dinamica Relativistica ALMA MATER STUDIORUM ~ UNIVERSITA DI BOLOGNA DOMENICO GALLI - Dinamica Relativistica ALMA MATER STUDIORUM ~ UNIVERS I BOLOGNA




Trasformazioni di Lorentz (llI) D

FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI

DOMENICO GALLI - Dinamica Relativistica ALMA MATER STUDIORUM -~

+ Per quanto riguarda la quantita di moto:

=L e o= =2
a : a
1+ ? 1+ ?
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La quantita di moto non si conserva nhell'urto
nel SdR §’, utilizzando le trasformazioni di
Lorentz.

+ Dunque la quantita di moto “classica™:

0= mu, + m,u,

si conserva nell'urto nel SdR S ma
non nel SdR ', se si utilizzano le

trasformazioni di Lorentz per Y’
passare da un SdR all'altro.
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Quantita di Moto Relativistica D
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Per far si che il principio di conservazione della quantita di moto sia
valido in tutti i SAR & necessario ri-definire la quantita di moto.

Cerchiamo allora una nuova definizione di quantita di moto che:
- Sia invariante per trasformazioni di Lorentz;

- Si riduca all'espressione classica nel limite v<<¢ (principio di
corrispondenza).

Occorre che la componente y della quantita di moto sia indipendente
dalla componente x della velocita del SdR in cui si osserva l'urto.
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Quantita di Moto Relativistica (Il) D
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+ La componente y della quantita di moto classica si scrive, per un
singolo punto materiale:

(classica) _ _ &
Qy =mv, =m A
* Il numeratore Ay non cambia passando a un SdR in moto relativo

lungo x, mentre cambia Ar.

+ Potremmo allora prendere il tempo proprio z invece del tempo ¢,
perché Az non cambia:

AT
At =YAT=—F—
v
C2 1
(relativistica) _ ﬂ _ ﬂ _ _ m'Uy 7= 2
e VL S -3
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Definiamo quindi la quantita di moto relativistica: yo | 5ot
O =ymii = mey 0 s
c
Poiché risulta: 6moci- Q, = ymov
1 dmoct
’J/ = e 1
1)2
1-— dmgcH
C
si ha: 3moc|
Q = 'ym{)'?)m’l_} 2mopct
Qe = mov
Dungque il principio di mock _—
corrispondenza &
soddisfatto. 0 A N M R R [
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+ Laquantita di moto relativistica cosi definita: 1 je

r= 2
— _v
O =ymi =mcy B Q Ve

Gmoc- Qr = ymou

o |

si conserva negli urti in
tutti i SdR inerziali. 5mgc

dmgoct
3mgct

2moct

mock /

0 1 | | | | | | | | | | |
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Massa Relativistica D
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* Possiamo anche esprimere la quantita di moto relativistica (detta m,

la “massa classica”) come: gyt m (v)
0 =ymi=mycyp
come: Smo -
Q = m(v)ﬁ 47710 =
dove la quantita:
m(v)= - _om 3mol
0 1}2
1- = 2m0 B
C
mo
& detta massa relativistica. 0
0 | | | | | | | | | |
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* Nell'espressione della massa relativistica:

M, 6m0 —m (’U)
v
CZ 5m0 -

m(v) =ym, =
1-—
la “massa classica” m, &

anche la massa nel SdR in  4mg|-
cui il corpo ¢ in quiete.

- La massa m, & percié detta 370
massa a riposo o massa

invariante: 2mot
- Einvariante per mo
trasformazioni di Lorentz Mg
in quanto, per definizione,
¢ la massa nel SdR in cui T L
il corpo & in quiete. 00 0.5 1 | 3
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+ L'aumento relativistico della massa:

m 6motm (v)
m(v) =ym, = ———
1-= omo -

c
- E stato verificato in vari Amot-
esperimenti di deflessione

di elettroni;
s : 3mo
- E verificato inoltre nel

funzionamento di tutti gli
acceleratori di particelle. 2mo-
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+ Il Secondo Principio della Dinamica, detto anche Legge di Newton, si

scrive:
=_d0 S
F =—, =]
o O=mv

+ Inmeccanica classica (essendo m costante) si puo scrivere anche
nella forma:

7 do d(mﬁ) i

+ In meccanica relativistica e necessario considerare la dipendenza
della massa dalla velocita:

-~ dO d - di dm(v)_ _ dm(v) _
F=d—?=5[m(v)v]=m(v)d—1;+#v=m(v)a+ d(t )v
per cui forza e accelerazione non hanno pil la stessa direzione.
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Il Secondo Principio della Dinamica (I1) D
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+ Utilizzando la massa a riposo m,, si puo scrivere:
sz(v)f):ymoﬁ
. d0 d, dy . di dy . ) 4y -Y5.9)=
F=—Q=—(}/mov)=m0 —yv+}/—v =m, —yv-i-ya a’ dz(v 7)
e~ dr dr dr dr -
=0 —+—"7=
dr - dt
+ Calcolando la derivata di y si ha: =v-a+d-v=
=25-a

1 3
2\ 2 2\ 2
dr_d_ 1 _df v Y v s
dt dt 2 dil & 20 ¢ e
==
c
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* Avremo quindi: dy _ 0d
A =V
- dOo d dy v-d dr c
F=—=<=—(ymi)=m | —-Lv+yd |=my'—b+myad
de dt(y 0) ol 'Y oY ? oY
« Infine:
=2 3@"&_, -
F=my = v+myya

La forza ha una componente parallela all'accelerazione e una
componente parallela alla velocita.
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v v
c? 1 c 2 2,2
1= 2= 2 2 = vy -Br =1
LYY Y
¢’ c’ c
7 By

La quantita y* - B*y* & un invariante per trasformazioni di Lorentz,
essendo sempre uguale a 1.

Moltiplicando la ambo i membri della relazione y* — B*y*> =1 per mc*
(pure invariante per trasformazioni di Lorentz) si ottiene:

m§c4(72 _ﬁzyz) _ m§c4
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* Ricordando che Q= ymv=mcy B, ovvero:
2 2.2.,2 Q2
Q" =mcy" B
si ottiene, per quanto visto:
2 4 2 2,2\ _ 2 4
mc (}/ - By )—moc
2 4,2 2. 402,,2 _ 2 4
myc'y” —mjc'By" =mc
2 4,2 2.2 2 4
_ = 1 1
moc y Q c m()c —>r4>() 1+5x
Nl-x

- Consideriamo ora nhel primo termine la quantita ym’. Nel limite non
relativistico v<<c¢ si ha:

2
m.c 1
ym’ = 0—2 =mc’| 1+ vl m,c’ + 5’"0”2 (v < c)
c
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Energia Relativistica (lll)
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T

c

—

1

]/I’HOC2 = m002 + Emovz (U < C)

* Nel IT termine riconosciamo 3yy,c?
I'energia cinetica classica T..

+ Possiamo allora definire 9
] . ) . QmOC
I'energia totale relativistica
come:

2 2
m.c mocC
_ 2 e 0
E=ymc" =
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Energia Relativistica (1V)
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* Potremo scrivere la precedente identita invariante:

2 4,2 2.2 2 4
mic'y = Q¢ =mc LE
come: 3moc2—
2 22 24
E°=Q°c" =myc i
- Essendo il IT membro 9y, 21

invariante per

trasformazioni di

Lorentz, anche il

I membro ¢ invariante: moc2

E”? —Q'2C2 =E2_Q2c2
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+ I 3 termini dell'equazione:
2 22 24
E°=Q°c =mjc

hqnn? tutti le dimensioni 3moc?
di un'energia al quadrato.

« Il termine:

2

E,=mc’ 2mgpc

¢ l'energia che il corpo
possiede quando la sua

velocita & nulla. E detto mc?
percid energia a riposo.
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+ L'energia cinetica relativistica si puo scrivere come:
T=E-E=E-mc’ =
r 0 0

T T E 2
r = . — MNoC =
= }/mocz _ mOCZ - 3m002 | r T 0
= (7/ - 1)m0c2 B
. . 2
- Come abbiamo visto: 2moc k-
m0c22 2
r 2 v<<c
v
cz mOC —
— me| AL
v<<e mOC 2 2 —
— 2 !
Tr v<<e Tc - —mov OO 05
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Energia Relativistica (VII) D
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- Si osservi inoltre che, dalle 2 definizioni:

O=ymg L
E=ymc’ 3m002 =
dividendo la prima per la
seconda e ricavando Q si
ottiene: 2mock
. E_
=—9 |
TTL()C2
O | I I | L1 1 1 1
0 0.5 1 | I5)
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* Un corpo in quiete possiede un'energia non nulla:

- Meccanica classica: I'energia e definita a meno di una costante additiva
arbitraria.

- Larelativita fissa il valore di tale costante attribuendole un significato
ben definito:

+ Quantita di energia contenuta nella massa del corpo.

* Una parte dell'energia a riposo, o tutta, pud trasformarsi in energia
cinetica o in un'altra forma di energia.

* Nuova legge di conservazione:
- Generalizza le due leggi classiche di conservazione:

Massa;

Energia meccanica. |
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* Nella Fisica Classica I'energia meccanica si conserva.

* Nella Chimica Classica si conserva la massa (legge di Lavoisier).

* Nella Fisica Relativistica massa ed energia meccanica possono non
conservarsi:

- E possibile conversione di massa in energia o viceversa.

+ Tuttavia si conserva la somma dell’energia meccanica e della massa
(quest'ultima moltiplicata per c?).
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Conservazione dell'Energia Relativistica g
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+ Nei processi (relativistici) tra nuclei o particelle subnucleari le
trasformazioni di massa in energia cinetica avvengono
continuamente:

- P.es., una particella pué decadere in due particelle piti leggere (somma
masse < massa madre) e pit veloci:

+ Parte della massa della particella madre si & frasformata in energia cinetica.

- Viceversa facendo scontrare 2 protoni ad altissima energia in un
acceleratore di particelle si possono ottenere particelle di massa molto
superiore alla somma delle masse dei 2 protoni:

- Parte dell'energia cinetica si & trasformata in massa.
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Trasformazione della Quantita di Moto e D
del’Energia FONDAZIONE
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Vogliamo ora trovare come cambiano quantita di moto ed energia
nel passaggio da un SdR inerziale a un altro.

Abbiamo definito la quantita di moto relativistica come:

Ax Ay Az
=m, —, =m,—, =m —
° At 0, * At 0. AT

Qx

Inoltre, dalle definizioni di energia e fempo proprio:

AT At At
At=yAT = = y=— = E=ymc =mc —
0 AT AT
==
C

DOMENICO GALLI - Dinamica Relativistica ALMA MATER STUDIORUM ~ UNIVERSITA DI BOLOGNA
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* Dalle espressioni:
At Ax Ay Az
E=mc —, =m —, =m —, =m —
AT Q.=m, At Q,=m AT Q. =m, AT
considerando che m,, ¢ e At sono invarianti per trasformazioni di
Lorentz, si vede che le 4 grandezze:

— E —
0= (;,Qx,Qy,szzZ—;(cAt,Ax,Ay,Az) o< (AL, Ax, Ay, Az) = AS

si debbono trasformare, per trasformazioni di Lorentz, come le
grandezze (cAt, Ax, Ay, Az), che costituiscono un quadrivettore.

Dunque anche la quaterna ordinata (4-impulso):
_ (E
Q= (_’QX’Q),’QZ]
Cc

rappresenta un quadrivettore dello spazio di Minkowsky. |
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Dunque dalle trasformazioni delle coordinate troviamo le
trasformazioni di energia e quantita di moto, mediante una
sostituzione:

ct—)E ct’=y(ct—[3x)

x— 0. X ZY(X_ﬁCt) _ Q)::y(Qx_ﬁgj
y=0, y=y ¢

z—>0,
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Avremo inoltre, per la norma di Minkowski quadrata del 4-vettore:

: E? 2 2 2 E’ 2 2 O A
jof g0 -0 £ g
c c
2 2
o] =m;
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Trasformazione della Quantita di Moto e D

FONDAZIONE

dell’Energia (V)
+ Avremo in conclusione, per le trasformazioni dirette e inverse: * Ricordiamo che l'intervallo di tempo proprio Az di una particella in
, , moto con velocita v (ovvero l'intervallo di tempo misurato nell'SdR in
& y g Bo g_ y £+ BO’ cui la particella € in quiete) si scrive:
c c * c c * A -
: E o F ar=toar -2
O =70, -B— 0. =70/ +B— 14 c
¢ dove At e l'intervallo di tempo misurato nel SdR in cui la particella si
0 =0, 0,=0 muove con velocita v.
0'=0 0=0 + Utilizzando l'intervallo di tempo proprio Az si possono costruire altri
quadrivettori (4-vettori):

- Tutti i quadrivettori si trasformano, per Trasformazioni di Lorentz, come
il quadrivettore (ct, x, y, 2);

- Per trovare le leggi di tfrasformazione e sufficiente sostituire le
componenti, come abbiamo fatto per il 4-vettore energia-impulso.

(f,Qx,Q}.,sz |
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*+ La norma di Minkowski quadrata della 4-velocita:

+ La4-velocita & definita come il 4-vettore:

u= %(ct,x,y,z) = Lz(ct,x,y,z) = y%(ct,x,y,z) = (j/c,}/vx,}/vy,}/vz) u= dir(ct,x,y,z) = V(Ca”xﬂ’yﬂ’z)

v
- d > ¢ data da:
¢ At v v
AT=—=A¢t 1—7 ) vz 1_72
7= e pa)=r{en,n,m)=vles) - ol = (=122 ) () 1o e
u=—I\ct,x,y,z)=ylc,v v v |=7|c,V ¢ v
dz 4 AN ==
_IP ¢
* La 4-velocita é un 4-vettore tangente alla linea di universo nello ||u|| =@
spazio di Minkowski.
- Si hainoltre la relazione tra 4-impulso e 4-velocita: + Tutti i corpi si muovono nello spazio-tempo alla velocita della luce:
=~ (E =) _ oy N - Unoggefto in quiete nello spazio si muove comunque nel tempo;
0=\ 2]= (J/moc,ymov) B mo}/(c,v) = - Se un oggetto si muove pil velocemente nello spazio allora si muove pit
lentamente nel tempo (dilatazione del tempo).
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Quadri-Accelerazione D
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- La4-accelerazione & definita come il 4-vettore: At e + Avremo quindi, per la 4-accelerazione :
T=—= \/ -
=2~y L yeyv,0 ) =1 (yeri) T 7=y L (yeyi)=| y L2y LG4
dr ' dt T e\ d—f=}/3vc'2a ar @l c A
* Sviluppando si ha: * La 4-accelerazione ¢ il 4-vettore normale alla linea di universo.
d + Derivando I'espr'essione:
Vd(}’CYUJ/U ,77)) " ” s
=U-U=
dy dy dv_ dy dv, dy dv . _
=y| L,y +y—x, L — 2 Ty py—=|= rispetto a 7 si ha inoltre:
Nar“a ™ dtyydt dtzydt P
du _
= u=0
dr
a-u=0

I 4-vettori velocita e accelerazione sono sempre ortogonali tra loro.
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* La 4-forza e definita come il 4-vettore: O=ymj +  Siricordi che, per il Secondo Principio della Dinamica si ha, per i

_ 40 i(E - E=ym’ 3-vettori:

iarmay e e =9 ey . v-a a= 3 (ye.rn)

T t\ ¢ a :az')/a('yc,'}/v) F = m() 7 7 dT dr
* Data la definizione di Energia e Quantita di Moto relativistica, si ha:
per cui la potenza (lavoro per unita di tempo) si scrive
_ d0 d [E a] d B d _ _
F=-—==y—| —,0 |=y—(yme,ymi)=my—(ye,yv)=ma ) 2
dr “dt{ e df( e rm)=m dt( J=m F-T):m0y317~5v—2+m0]/?1~17=m0y317~ﬁ[v—2+i2}=
c c vy
F=ma 2 2
C C
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U+myy’d
*  Si ha pertanto: F:mof%ammoya
F= m0y4ﬂ 5,m0y 2517+m0y25 _ %Fﬁ,’}/ﬁ F 17=m0y317 i

F=|YF.5 yF
C
La componente temporale della 4-forza & legata al lavoro compiuto

dalla forza per unita di tempo.
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