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= |Grandezze scalari: completamente specificate
assegnando un valore numerico e una unita di misura.

Grandezze fisiche

« Esempi: lunghezza, tempo, superficie, volume, massa,
temperatura, carica elettrica, ecc.

= Grandezze vettoriali: completamente specificate
assegnando un valore numerico (detto modulo o

nhorma), una direzione, un verso e una unita di misura.

« Esempi: spostamento rettilineo di un punto, velocita,

accelerazione, forza, momento di una forza, momento di
dipolo elettrico, ecc.

= Grandezze tensoriali: la loro specificazione € ancora
pit complicata
=« Esempi: rotazione, tensore di inerzia, ecc.
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= Prototipo: spostamento rettilineo di un
B punto.

Cos’e un vettore

= Spostamento di un punto da A a B %)
segmento orientato che congiunge A con B.

F
A = Esistono infiniti segmenti orientati che
rappresentano spostamenti rettilinei di egual
C lunghezza, paralleli ed equiversi.
E

= Chiamiamo vettore v il “quid” comune a tali
T=B—A=D—-C=F_E Segmentiorientati (Vailati-Enriquez).

= Oppure, definiti equipollenti due segmenti
orientati di egual lunghezza, paralleli ed
Notazioni equivalenfi: equiver'si, definiamo vettore U la classe di
o X — @) — 37 equivalenza dei segmenti orientati rispetto
VU=V=9=9 : : ;
— alla relazione di equipollenza (Frege-Russel).
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Caratteristiche di un @ I

FONDAZIONE
vettore GIUSEPPE OCCHIALINI

= Modulo (0 norma): distanza tra origine A e
vertice B. Si indica con HFH = M =y

= Direzione: orientamento nello spazio della
retta su cui giace il segmento orientato AB.

= Verso: senso di percorrenza.

VI a

= Medesima direzione, = Medesimo modulo = Medesimo modulo,
medesimo verso, direzione diversa. medesima direzione,
moduli diversi. verso opposto.
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Uguaglianza tra vettori

= Due vettori si dicono uguali se, e soltanto se,
hanno:
= il medesimo modulo,
= la medesima direzione,
= il medesimo verso.

= Se due vettori non sono uguali si dicono
disuguali, ma non & possibile definire una

relazione d'ordine in quanto non si puo trovare
un criterio per affermare che un vettore e

maggiore o minore di un altro.
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Vettore opposto e vettore @ I

FONDAZIONE
nullo GIUSEPPE OCCHIALINI

= Dato un vettore v, si definisce vettore

opposto —U un vettore avente stessa
direzione, stesso modulo ma verso opposto.

v
=

= Si chiama vettore nullo 0 un vettore che ha

modulo nullo (in questo caso direzione e verso
sono indeterminati).
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= Si chiamano versori i vettori di modulo
unitario.

Cos’e un versore

= Per ogni vettore v non nullo esiste un versore
che ha la stessa direzione orientata:

. v 1 _
v=VersvY =g =7 v
ol el
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Proiezione di un vettore @ I

o FONDAZIONE
lungo una direzione GIUSEPPE OCCHIALINI

= Dato un vettore v e una qualsiasi direzione
orientata u, si definisce la componente di v su
u e si indica con v, il prodotto del modulo di v

per il coseno dell'angolo 6 che il vettore forma
con la direzione orientata u.

v o= Hi-"”cos@
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Proiezione di un vettore @ I

o FONDAZIONE
lungo una direzione GIUSEPPE OCCHIALINI

= Dato un vettore v e una qualsiasi direzione

orientata u, si definisce il componente di v su
u e si indica con v il vettore che ha per

modulo il valore assoluto della corrispondente
componente v e per verso: lo stesso verso di
u sev, >0; il verso contrario se v, <0.

=‘v ff‘
U

‘0056‘
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Proiezione di un vettore @ I
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= Si definisce il componente o la componente di
un vettore v suun altro vettore u (o su un
versore i) come il componente o la
componente di v rispetto alla direzione
orientata di # o u.
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Somma di vettori

= Prototipo: spostamento rettilineo di un punto.

= Se considero due spostamenti successivi dello stesso
punto: prima da A a B, poida Ba C.

= Il risultato (somma dei due vettori) e lo spostamento
da 4 a C(regola del triangolo):

C—-A4=(C-B)+(B-4)
Ovvero, indicando:
a=B—A, b=C—-B
Sara:

i+b=C—- 4
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Regola del @ I

FONDAZIONE
parallelogramma GIUSEPPE OCCHIALINI

= La somma @ +5=C— 4 & la diagonale del
parallelogrammo A BCD avente per lati i
segmenti orientati B—-Ae D — A.
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Commutativita della @ I
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i+b=b+a
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Associativita della somma @ I

. . FONDAZIONE
di vettori GIUSEPPE OCCHIALINI

(5+5) = 4\
D —

oo (a+5)+5=a+(5+5)

Ql
p——
Q"‘l

‘\__—-/
1

A a+b+c
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Rotazioni

= Una traslazione e rappresentata da un vettore.

= Una rotazione € essa pure rappresentata da un
vettore? (vedremo che la risposta ¢ NO).

= Tuttavia, a prima vista potremmo pensare di
rappresentare una rotazione mediante:

=« Una direzione (asse di rotazione);
= Un numero (angolo di rotazione);

= Un verso (a seconda che la rotazione avvenga in
senso orario o antiorario).
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= Verifichiamo se le rotazioni godono della

proprieta commutativa:
1 90°

Rotazioni

= Il risultato &
diverso se si
scambia
l'ordine delle
rotazioni.

—

Non vale la
proprieta
commutativa

90°

Le rotazioni
non sono
rappresentate
da vettori
(sono
rappresentate
da tensori).
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Differenza tra vettori FONDAZIONE I
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= E l'operazione inversa della somma

= Dati due vettori a e b si chiama differenza
fra a e b e siindica con g — b quel vettore
che sommato a A da come risultato 4.

a=A4-0
b=B-0
i—h=A-B
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Disuguaglianza triangolare . I
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= Il modulo della somma (o della differenza) di
due vettori ¢ in generale diverso dalla somma
(o dalla differenza) dei moduli.

= Per la disuguaglianza triangolare si ha:

al=1all <lla + 5l < llall+ 1A
al=1bll <lla = bl < |lal|l+|p
- - b
a G—b /( b )Xc b '
O a_> +C‘I ' |
5 B a(<‘b—c|)

http://ww. f ondazi oneocchialini.it



Prodotto di un vettore per @ I

uno scalare FONDAZIONE
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= Si puo definire il prodotto di un numero naturale » per

un vettore a come una somma ripetuta
a+a+a+..+a=na 2z
rr\?c;lte _ 2a )
4

= Generalizzando, si definisce prodotto di un numero
reale @ e un vettore a e si indica con il simbolo oa il
vettore che ha per modulo il prodotto |a|”5
direzione la stessa direzione di a, e, per verso, lo
stesso verso dia se 8 >0, il verso contrario se 8 < 0.

ceR| _
B oael
aelV

. per
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Prodotto di un vettore per @ I

FONDAZIONE
uno scalare GIUSEPPE OCCHIALINI

= Il prodotto di un vettore per uno scalare &
commutativo, associativo, distributivo, sia rispetto alla

somma di scalari, sia rispetto alla somma di vettori.

oa = ad Jﬁa.b’e}l
o ,BE) = (aﬂ:)ﬁ 15.5 ev
(o+p)d=oa+pa
a(5+5):a5+a5
(-1)a=-a
5% =a=versa

Ja



Prodotto scalare tra due @ I

. FONDAZIONE
vettori GIUSEPPE OCCHIALINI

= Associa a due vettori uno scalare (p. es., associa a
forza e spostamento il lavoro).

= Si definisce prodotto scalare di due vettori ae b,e
si indica col simboloa«b il prodotto del modulo di uno
dei due vettori per la componente dell'altro sulla sua
direzione. : :

: _ 7 z Jab:acose Jabe((ICOSO)b

— E “ob = = - —

‘ W= 4% lba = bcos6 ]aba = a(bcosE))

5 --------- -E ---------- a.b :HaH”bucosezabcose

a, oppure

=0
‘ =0 oppure

http://ww. f ondazi oneocchialini.it



Proprieta del prodotto @ I

FONDAZIONE
scalare GIUSEPPE OCCHIALINI

= I| prodotto scalare gode delle proprieta

commutativa e distributiva r'lspe‘rfo alla
somma di vettori. .
a, b,, cel

asb melR
_l_

—_—

b
b)-c
b

A

Qr*l

c+bec

ae
ae ( b —17--7(5-5)

Al
|

/"_"'\

(H?O)
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Componente di un vettore @ I

della direzione di un versore o HONDAZIBNE

di un vettore GIUSEPPE OCCHIALINI

= La componente e il componente di un vettore v

nella direzione del versore u si possono
scrivere:

u i

= La componente e il componen‘re dl un ve‘r‘ror'e v
nella direzione del vettore generico i si
possono scrivere:

vell

s _veu u ('_' 17)’7
vV =

U =
el lEl )
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= Si chiama quadrato di un vettore il prodotto
scalare di un vettore per se stesso:

Quadrato di un vettore

2

—

5= v = e[ eos0=

= Il modulo (o norma) di un vettore si puo percio
scrivere:

— - —_ —
|a||=Va* = a-a
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Modulo della somma o @ I

. - FONDAZIONE
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% H5+5H=\/(5+5)2=\/(i-f+5).(c+5)=

—_—

a
=.Jasa+aeb+bea+bebh

HEI + 5” —Ja® + b + 2abcos

7
N = JGed—Gsb—bed+beb

b Ha’_EH=\/a2+b2—2abc056

http://ww. f ondazi oneocchialini.it




Prodotto vettoriale @ I
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= Si definisce pr'odo‘r'l'o vettoriale tra due vettori a e b,
e si indica a A b, il vettore che ha per modulo 'area
del parallelogrammo formato dai vettoria e b, di
direzione perpendlcolar'e a entrambi i vettori e verso

| determinato dalla “regola della mano destra” (pollice:

rimo vettore; indice: secondo vettore; medio:
pbrodotto vettoriale).

¥ \b- j@ 5| = alle]lsine o

|4l
anb=0= Hb” 0 oppure
|
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Proprieta del prodotto @ I

o FONDAZIONE
vettoriale GIUSEPPE OCCHIALINI

= Il prodotto vettoriale gode delle proprieta

anticommutativa e distributiva rispetto alla somma e
alla differenza di vettori.

r e

a,b,celV

meR
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Doppio prodotto misto

« E dato da: @ Ab-c

= E uguale, a meno del segno, al volume del
parallelepipedo avente per lati a, be c.

= Tale parallelepipedo ha per base e altezza:

5=[ang

Vers(ﬁ A b)-E

>

—

h = E-vers(ﬁ /\b)

>:>V:H5/\l;

— 7 w
a/‘\b anab

\E-\’ers(fb' A 5]
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Doppio prodotto misto @ I
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= Il doppio prodotto misto ha le seguenti proprieta:

—

GAbeC=bACedG=CAdrh

GAbsE=asb AT

= La prima seque dal fatto che nei 3 casi il volume ¢ il
medesimo.

La seconda si ottiene utilizzando la prima e la proprieta
commutativa del prodotto scalare:

(@Ab)ec=(bAC)sd=ae(bnc)
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Rappresentazione @ I

I i FONDAZIONE
cartesiana di un vettore s —
= Terna cartesiana ortogonale: 3 rette orientate (o assi) z, ye 2, a

due a due perpendicolari, aventi un punto in comune O detto
origine.

= Versori cartesiani: versori corrispondenti agli assi z, y e z,
indicati con 7, j e k.

= (Le) componenti cartesiane e (i) componenti cartesiani: le
componenti e i componenti di un vettore sugli assi cartesiani.

—~

~
L

terna destrorsa

terna sinistrorsa
(preferita)
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Rappresentazione @ I

. - FONDAZIONE
cartesiana di un vettore OISt FRE CCCHEALTH

= Scelta una terna cartesiana ortogonale, qualunque
vettore v e uguale alla somma dei suoi 3

~.7 componenti cartesiani. (= _ s

—_—

v/ |- |9=0 +9.+0 =vi+v.j+vk {0 =7}
l’_ e ¥ z X ¥ Z . .

Z}O o

b \ 2 z

45 5= Dato un vettore, esso ha una differente

I espressione cartesiana cfer' ogni differente terna
cartesiana che si considera.

~ 1
[l
=
]
-

= Tuttavia, fissata una terna cartesiana
ortogonale, vi € una corrispondenza biunivoca tra
vettori e ferne ordinate di numeri reali (le
componenti cartesiane). 7 « ' (.vx,py,pz)
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Rappresentazione @ I

o - FONDAZIONE
cartesiana di un vettore OISt FRE CCCHEALTH

= Fissata una terna cartesiana ortogonale:

= Due vettori sono uguali se e soltanto se sono uguali
le 3 corrispondenti componenti cartesiane.

= Un vettore e nullo se e soltanto se sono nulle tutte
e 3 le componenti cartesiane.

= Le operazioni tra vettori possono essere
esequite, oltre che nella forma intrinseca che
abbiamo visto finora, anche nella forma
cartesiana, utilizzando cioe le espressioni
cartesiane dei vettori.
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Terna di versori ortogonali FONDAZIONEI
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= Prodotti scalari

= Prodotti vettoriali z
ini=0, jA)=0, Ak =0
f/\j=l€., j/\/:=f_, :/\;=j
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Operazioni tra i versori @ I

espresse in forma cartesiana  FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI

a+b=(aji+aj+ak)+(bi+bj+bk)=(a +b)i+(a +b)i+(a +b)k
( 1+aJ+aA) (b1+bJ+bA) (ax—bx)i+(ay—by)j+(:a:_b:)}\:

‘l}'l

Q|

( i+a J+aA) (aa )H-(aa )J+(O.'(7:)’\:

‘a

K

-Bz(a +a J+ak) (b1+bj+bl)

Ql

=ab 1 -z+ab 1-J+ab~1-1\+ab‘;-1+ab‘yj+a b_J-A+

S

1 0 0 0 1 0
+a_b fei + ab, k-j +ab, ok =
0 o o

=ab +ab +ab
X X Yy ) z z
a=|a|=a-a= Jaj rdi+a
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Operazioni tra i vettori @

espresse in forma cartesiana  FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI

Ab= ai+a J-I-(lk) (bi+bj+b/(:')=
ab_i

= A_{ bzAJ+ab1AA+ab_JAz+abJ/\J+ab.b)/\l‘+
. ' ‘_E—_' -J —F ' 0 ¥
+a:bx‘k_{\_‘ b AAJ-I-ab_i\ /\i\z
7 B 0 ) :
1 ]k
=(a},b:—a:b},)i+(a:_b_‘,—axb:)j+(a_‘_by—a},bx)l‘:zdet a a, a
2 5 B

p—

Sl I:(a.vb: - a:b) )i + (a:bx - axb: )j = (arb}' B a.‘b"" )I:'].(C‘j N C-"j " C:l\:) N

a, a_r a,
=(a,b —ab, )cx +(ab —apb e +(ab —ab, ) c.=det| b b b
Cx C y (‘:
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Operazioni tra i vettori @ I

espresse in forma cartesiana  FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI

= Si puo anche mostrare che:
;(aAB)Aa:(a-a]E (b+¢)a
in(bAc)=(a-c)b—(a-b)c

-

= Infatti, prendendo, ad esempio la I componente:
[(5 A l_)’)/\c-"l. = (5 A Z_)‘)1 c —(Fi A B) c =
_(ab —ab)c —(ab —ab)

l.}(/"’xcx"'a_\-f’y"'af) —y +bc +bc)
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Derivata di un punto

= Dato un punto mobile P =P(7), dove 7 € un
parametro variabile (p. es. il tempo) si
definisce derivata del punto P rispetto alla
variabile 7 il limite, se esiste:
dp P(t+At)- P(t) P(t+ Ar)

— = I
dt a0 At

apjar  Plr+ar)-P(r)

= P(t +Af) —P(f) € un vettore, per cui anche dP/ds
& un vettore.
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Derivata di un vettore

= Dato un vettore v = z'?(r), dove ¢ € un parametro
variabile (p. es. il fempo) si definisce derivata
del vettore v rispetto alla variabile 7 il limite,
se esiste:
dv o(t+Ar)—5(¢)

— = lim
dr Ar—0 At

v(t+ At) - :(T)_ ---v(r)

= Poiché E?(t+ Ar)— -F(r) & ancora un vettore, di/ds
e pure un vettore.
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Derivata di un segmento @ I

. FONDAZIONE
orientato GIUSEPPE OCCHIALINI

La derivata di un segmento orientato B-4 = B(r)-A(1) e

uguale alla differenza delle derivate dei suoi punti
estremi:

d

E(B— A)= El_%é{[B(H At)—A(t+ Ar)]—[B(r)— 4(r)]} -
- Egﬁé{[B(H Ar)- B(e) ][ 4(r+ar)- 4(r)]} =

1o, YRR |

= EE}JE[B(H_AI)_ B(r)]—l}g%E[A(f"_Ar)_ A(r)]:
_dB_dA

o dr de
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Vettore posizione

= Un caso interessante si ha quando si considera
un segmento orientato P(f)—O con un estremo
fisso O (detto vettore posizionale):
7(t)=P(t)-0 2(1)
d7 d dP ()
ds _dr(P(r)_O)_E .

= La derivata di un punto ¢ uguale alla derivata
del suo vettore posizionale.
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Regole di derivazione dei

vettori
d,. - da db
15;7(67:ti&’)===;i;‘:t';i;'

d, .\ do._ da
—(ad)=—d+a—
dt dt dt
i(a.l-)*)=da.l—)*+_,.db
dt dt dt
i(ci?/\l_)‘):%/\l_)' 5/\%
dt dt dt
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Integrale di un vettore

FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI
= Integrale indefinito o funzione primitiva:
du
u.':j Tdt & 7=
dt

= Integrale definito

t,
[odr=a(,)- ()
i
= Derivata e integrale possono essere effettuate
mediante le espressioni cartesiane
do dv ) dl . du, »

E: dr dr dr ,

I [

z'dr—rj df+JJ df+ka ds

t f 4
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