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+ Un vettore & una entita matematica astratta:

- Utilizzata per rappresentare entita fisiche concettualmente molto
diverse tra loro, quali:
+ Spostamento rettilineo di un punto;
- Velocita;
+ Accelerazione;
+ Quantitd di moto;
- Momento della quantita di moto;
+ Forza;
* Momento di una forza;
+ Campo elettrico;
+ Campo magnetico;
+ Momento di dipolo elettrico;
+ Momento di dipolo magnetico;
+ Densita di corrente.
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Vettori in Matematica D
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+ Inmatematica un vettore & un elemento di una particolare struttura
algebrica, denominata Spazio Vettoriale.

+ Struttura algebrica: insieme S (chiamato insieme sostegno) munito di
una o pit leggi di composizione (operazioni), le quali:

- Possono essere, unarie, binarie, ecc.

- Sono caratterizzate dall'avere proprieta quali commutativita e
associativita, ecc.

* Le entita matematiche sono spesso astrazioni di entita concrete
utilizzate nelle scienze sperimentali (fisica, biologia, economia, ecc.):

- I vettori sono astrazioni di entita concrete utilizzate soprattutto nella
fisica (spostamento rettilineo di un punto, forza, ecc.).
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* Grandezze scalari: completamente specificate assegnando un valore
numerico e una unita di misura.

- Esempi: lunghezza, tempo, superficie, volume, massa, densitq,
temperatura, carica elettrica, densita di carica, potenziale, lavoro,
energia, flusso, infensita di corrente, resistenza, resistivitd, capacitd,
induttanza, impedenza, ecc.

* Grandezze vettoriali: completamente specificate assegnando un
valore numerico (detto norma o modulo), una direzione, un verso e una
unita di misura.

- Esempi: spostamento rettilineo di un punto, velocitd, accelerazione,
quantita di moto, momento della quantita di moto, forza, momento di una
forza, campo elettrico, campo magnetico momento di dipolo elettrico,
momento di dipolo magnetico, densita di corrente, ecc.

+ Grandezze tensoriali: la loro specificazione & ancora pit complicata

- Esempi: rotazione, tensore di inerzia, tensore degli sforzi, fensore
energia-impulso del campo elettromagnetico, tensore di curvatura, ecc.
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Vettori in Fisica D
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+ Infisica si distinguono 2 diversi tipi di vetfore:
- Vettori ordinari:
+ Non & definito un particolare punto si applicazione.
+ Esempio: spostamento rettilineo di un punto.
- Vettori applicati:

+ Insieme di un vettore ordinario e di un punto di applicazione.

- Esempio: forza.
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Vettori in Fisica (II) D
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In fisica si classificano i vettori in 2 categorie a seconda del loro comportamento
per riflessione speculare:

- Vettori polari:

- Cambiano verso i vettori perpendicolari allo specchio.

+ Esempio: spostamento rettilineo di un punto, forza, campo elettrico.
- Vettori assiali (o pseudo-vettori):

+ Cambiano verso i vettori paralleli allo specchio.

- Esempio: campo magnetico, momento di una forza, momento della quantita di moto.

Definizione di Vettore (1)
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* Prototipo: spostamento rettilineo di un punto.

B - Spostamento di un punto da A a B «——
segmento orientato che congiunge A con B.

- Esistono infiniti segmenti orientati che

A rappresentano spostamenti rettilinei di egual
lunghezza, paralleli ed equiversi.

c + Chiamiamo vettore ¥ il “quid” comune a tali segmenti
orientati (Vailati-Enriquez).

Oppure, definiti equipollenti due segmenti orientati di
egual lunghezza, paralleli ed equiversi, definiamo
vettore U la classe di equivalenza dei segmenti

orientati rispetto alla relazione di equipollenza (Frege-
Russel).

E
vV=B—-A=D-C=F-FE

Notazioni equivalenti:
V=V=0=0

w possono essere utilizzate nei testi scritti a mano
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* Norma (o modulo): distanza tra origine A e vertice B. Si indica
con o] = 1] = v.

Direzione: orientamento nello spazio della retta su cui giace il
segmento orientato AB.

+ Verso: senso di percorrenza.

V'

Medesima direzione, medesimo Medesima norma direzione

Medesima norma, medesima
verso, norme diverse. diversa.

direzione, verso opposto.
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Uguaglianza di Vettori D
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* Due vettori si dicono uguali se, e soltanto se, hanno:
- la medesima norma,
- la medesima direzione,
- il medesimo verso.

+ Se due vettori hon sono uguali si dicono disuguali, ma non & possibile

definire una relazione d'ordine in quanto non si pué ftrovare un
criterio per affermare che un vettore & maggiore o minore di un altro.
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+ Dato un vettore 7, si definisce vettore opposto —% un vettore avente
stessa direzione, stessa norma ma verso opposto.

<

* Si chiama vettore nullo 0 un vettore che ha norma nulla (in questo
caso direzione e verso sono indeterminati).
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+ Si chiamano versori i vettori di norma unitaria.

* Per ogni vettore 9 non nullo esiste un versore o che ha la stessa
direzione orientata.

0 = versv
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Componente di un Vettore Rispetto a una g
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+ Dato un vettore ¥ e una qualsiasi direzione orientata u, si definisce
la componente di v su u e si indica con v, lo scalare (positivo o
negativo) ottenuto dal prodotto della norma di v per il coseno
dell'angolo 6 che il vettore forma con la direzione orientata u.
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Componente di un Vettore Rispetto a una g
Direzione (ll) FONDAZIONE
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Dato un vettore ¥ e una qualsiasi direzione orientata u, si definisce

il componente di v suu e si indica con @, il vettore che ha per norma
il valore assoluto della corrispondente componente v, e per verso: lo
stesso verso di u se v, >0; il verso contrario se v, <0.

[5.]=[e.] =[] |cos
u u
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Componente di un Vettore Rispetto aun g
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+ Sidefinisce il componente o la componente di un vettore @ su di un
altro vettore i (o su di un versore i ) come il componente o la
componente di v rispetto alla direzione orientata di i o 4.
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Prototipo: spostamento rettilineo di un punto.

Se considero due spostamenti successivi dello stesso punto: prima da
Aa B,poidaBa C.

Il risultato (somma dei due vettori) & lo spostamento da A a C (regola
del triangolo):

C-A=C-B+B-4
Ovvero, indicando:

i=B-4, b=C-B
risulta:

i+b=C-4
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La regola del parallelogrammo equivalente alla regola del triangolo.

- Lasomma d+b=C— 4 & ladiagonale del parallelogrammo ABCD,
avente per lati i segmenti orientati B—4 e D—A4.

DOMENICO GALLI - Vettori ALMA MATER STUDIORUM ~ UNIVERSITA DI BOLOGNA




Proprieta Commutativa della Somma di g

Ve tto ri E?l:‘s%ﬁlgggCHlALlNl
- Risulta:
i+b=b+a
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* Una traslazione & rappresentata da un vettore.

* Una rotazione e essa pure rappresentata da un vettore? (vedremo
che la risposta & NO).

+ Tuttavia, a prima vista potremmo pensare di rappresentare una
rotazione mediante:

- Una direzione (asse di rotazione);
- Un numero (angolo di rotazione);

- Un verso (a seconda che la rotazione avvenga in senso orario o antiorario).
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+ Verifichiamo se le rotazioni godono della proprieta commutativa:

+ Il risultato &
diverso se si
scambia
I'ordine delle
rotazioni.

Non vale la
proprieta
commutativa

Le rotazioni
non sono
rappresentate
da vettori
(sono
rappresentate
da tensori).
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Differenza di Vettori D
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+ E l'operazione inversa della somma.

* Dati due vettori d e b si chiama differenza fra de b e siindica
con a—b quel vettore che sommato a b da come risultato a:

i=A-0
b=B-0
G—-b=A-B
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* La norma della somma (o della differenza) di due vettori & in generale
diverso dalla somma (o dalla differenza) delle norme.

* Per la disuguaglianza triangolare si ha:
[lal-[e[ < -+ 3] < al + ]
[lal- 12l < a - 2] < al-+ 2]
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* Prodotto di un vettore per uno scalare:
aeR
S S 1
aelV

- Prodotto scalare tra due vettori:
Gev B
fe c=dsbeR
beV

+ Prodotto vettoriale tra due vettori:

aeV| . _ -
- c=anbeVv
beV

R = insieme dei numerireali
V = spazio vettoriale |
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+ Si puo definire il prodotto di un numero naturale n per un
vettore a come una somma ripetuta: -

a
d+d+ad+..+d=nd 2a
grardr..7d _

nvolte a

Generalizzando, si definisce prodotto di un numero reale a per un
vettore d e si indica con il simbolo ad il vettore che ha per normail
prodotto |oc|||5“, per direzione la stessa direzione di d, e, per verso, lo
stesso verso di d se a >0, il verso contrario se o <0.

aeR| _ R = insieme dei numerireali

B aacV . .

aeV V = spazio vettoriale

@/ 15?/ \Eﬁ
|
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Prodotto di un Vettore per uno Scalare (Il) g
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Il prodotto di un vettore per uno scalare e commutativo, associativo,
distributivo, sia rispetto alla somma di scalari, sia rispetto alla
somma di vettori:

od=ao a,BeR
a Zz,geV

sy f/
|
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Prodotto Scalare fra Due Vettori D
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+ Associa a due vettori uno scalare (p. es., associa a forza e
spostamento il lavoro).

Si definisce prodotto scalare di due vettori de b, e si indica
col simbolo @+b il prodotto della norma di uno dei due
vettori per la componente dell'altro nella sua direzione:

ﬂ—a b—ab

a

C_i — eesececsssfasscsncaan
a, = acos® abbz(acose)b ‘a—h“
b, =bcosO ab = a(bcos@) Geb

b= "5"”5"0056 =abcos60

oppure
aeclV -
oppure a }a JeR
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Prodotto Scalare fra due Vettori (11) ®
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Il prodotto scalare gode delle proprieta commutativa e dlstrlbuﬂva
rispetto alla somma di vettori.

Geb=bea )
(&+[;)o5:5.5+1;.5 {5,b,ceV
(mfi)-[;z de ml; = m(&'.g) me
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27| di un Versore o di un Altro Vettore RaE

La componente e il componente di un vettore @ nella direzione del
versore i Si possono scrivere:
vu=v-u vuz(v-u)u

La componente e il componente di un vettore @ nella direzione del
vettore generico u si possono scrivere:

v = (U=

u — u = -~ 2
il il el Ja)

Geii Geii i (Ueid)ii

U 7
0 0 .
vu>0= v
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Quadrato e Norma di un Vettore D
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Si chiama quadrato di un vettore il prodotto scalare di un vettore per
se stesso:

& = ava=[alllcoso =[]
La norma (o modulo) di un vettore si pué percid scrivere:

=7 = e
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73
Q
=,
)
=]
®

vettore
1 e
Uv=versv= — , U
o]

Prodotto di un vettore per uno scalare

Inverso dello scalare ||17||
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|é - 8] =a* + & - 2abcos6
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Prodotto Vettoriale fra due Vettori D

FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI

+ Si definisce prodotto vettoriale tra due vettori d e b e si
indica @ A b, il vettore che:

- Ha per norma l'area del parallelogrammo formato dai vettori d e b;
- Ha direzione perpendicolare a entrambi i vettori;

- Ha verso determinato dalla "regola della mano destra” (pollice: primo
vettore; indice: secondo vettore; medio: prodotto vettoriale).

|a ~ 8= [5](Jallsine]) . _ V} o ]
R anbeV
beV

| ~ 8] =[alle]}sinel

oppure
oppure
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Prodotto Vettoriale fra due Vettori (lI) D
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Il prodotto vettoriale gode delle proprieta anticommutativa e
distributiva rispetto alla somma e alla differenza di vettori.

Ab=-bAd

A
Ql
\_/
S}l
A
v
II
A
Ql
U‘l
~—

a,b,ceV
melR

(ZH-Z; AC=dANC 5 ¢

DOMENICO GALLI - Vettori ALMA MATER STUDIORUM ~ UNIVERSITA DI BOLOGNA

Doppio Prodotto Misto D

FONDAZIONE
GIUSEPPE OCCHIALINI

- Edatoda: dnbec

E uguale, a meno del segno, al volume del parallelepipedo avente
per lati d, bec.

Tale parallelepipedo ha per base e altezza:
B= "Zz A l;”

h= E-verS(d A 1;) = V= ”Zz N E”VGrs(&' n 5)'5

anb
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+ La prima segue dal fatto che nei 3 casi il volume & il medesimo.

* La seconda si ottiene utilizzando la prima e la proprietd commutativa
del prodotto scalare:

(@nb)ec=(bnc)ea=as(bnc)
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Dal Calcolo Vettoriale ai Teoremi sui D
(o} . .
7 Triangoli L Ll

L =1 ;
ki

Teorema di Carnot o dei coseni:

b=i-a = B=(¢-a) =(¢-a)(c-ad)=c+a’—2a-¢

b’ =c’*+a’ —2accosf

+ Teorema dei seni:
i+b=¢ = (a+b)ab=cab = anb+ppb=Cnb
=0
Gnb=cAb = absiny =cbsinay = .a = ,C
sinoe  siny

Teorema delle proiezioni:

i+b=¢ = (a+b)-5=c-a = Gel+bec=CeC

accosB+bccosoe=c> = acosf+bcoso=c
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Rappresentazione Cartesiana di Vettori g
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+ Terna cartesiana ortogonale: 3 rette orientate (o assi) z, y e 2, a due
a due perpendicolari, aventi un punto in comune O detto origine.

* Versori cartesiani: versori corrispondenti agli assi z, y e z, indicati con

- (Le) ZCOJanorlfenﬁ cartesiane e (i) componenti cartesiani: le
componenti e i componenti di un vettore sugli assi cartesiani.

terna destrorsa
(preferita)

terna sinistrorsa
(sconsigliata)
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Rappresentazione Cartesiana di Vettori g
(1) i

* Una volta scelta (ad arbitrio) una terna cartesiana ortogonale,
qualunque vettore 7 si puo scrivere come la somma dei suoi 3

componenti cartesiani: ~ . z
v =v_1 A
_ _ _ _ . . A a)c xA k A
V=0 +0 +V =v i+v j+uv k v =0 ] N
X y z X v z y ,VA l y
i =vk 0
z z x
z
C
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Rappresentazione Cartesiana di Vettori g
(1) AN L

- Dato un vettore ben definito, esso ha una differente espressione
cartesiana per ogni differente terna cartesiana che si considera.

* Nell'esempio in figura consideriamo la forza peso di un oggetto di
peso pari a 2 Newton.

]

=2N
+ Usando la terna cartesiana ortogonale i, j, k, coni N V
primi due assi sul piano orizzontale e il terzo

asse verticale, si ha:

p=-2Nk
. . L’ // _
- Usando invece la terna cartesiana K |<0=45°
7', 7, k', con i primi due assi sul piano o »

perpendicolare all'asse terrestre e il
terzo asse lungo l'asse terrestre, si ha:

p=—V2NI=2NF’
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Rappresentazione Cartesiana di Vettori g
(V) i
+ Tuttavia, fissata una terna cartesiana ortogonale, vi & una

corrispondenza biunivoca tra vettori e terne ordinate di numeri
reali (le componenti cartesiane):

17[6 V:I % (vx,vy,vz)[e Rﬂ

* Nell'esempio in figura, fissata la terna
cartesiana ortogonale 7, j, k, si ha:

p <« (0,0,-2N)

+ Fissata invece la ferna cartesiana
N T
7,7, k', siha

B (—\/EN,O,—\/EN)
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Rappresentazione Cartesiana di Vettori g

(V) FONDAZIONE
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+ Fissata una fterna cartesiana ortogonale:
- Due vettori sono uguali se e soltanto se sono uguali le 3 corrispondenti
componenti cartesiane.
- Un vettore e nullo se e soltanto se sono nulle tutte e 3 le componenti
cartesiane.

* Le operazioni tra vettori possono essere eseguite, oltre che nella
forma intrinseca che abbiamo visto finora, anche nella forma
cartesiana, utilizzando cioé le espressioni cartesiane dei vettori.

+ Prodotti vettoriali:
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Operazioni tra Vettori in Forma D Operazioni tra Vettori in Forma D
Cartesiana L - Cartesiana (ll) S EchaL
- Risulta: inb=(ai+aj+ak)a(bi+bj+bk)=
i+b=(aji+aj+ak)+(bi+bj+bk)=(a,+b)i+(a +b)i+(a +b)k =abinitabinj+tabink+abjri+tab jajtab jak+
o R R R N R . v — 5 == = —
~b=\ai+aj+ak)-(bi+bj+bk)=(a —b)i+(a —b)j+(a —b )k X : A !
¢ (a"l R T T ) (a Y)l (ay Y)j (az : tab kni+ab knj+abkak=
_ n R A n . A z X%r—d zy Z Z N — ~
(xaza(axz+ay]+azk)=(ocax)z+ Otay)]+(ocaz)k i i 0 ik
db=(ai+ajvak)(bithj+ok)= =(ap —ab)i+(ab —ap)j+(ab —ap)k=det| a, a, a
=abisi+ab ijtabi-k+ab jei+ab joj+ab jok+ b b, b
1 0 0 0 1 0 _ T ~ ~ r A A ~ _
. aszlg-f+ azbvl;-j+ ab Pfe AdAbeC= [(aybZ - azby)z +(asz - axbz)j+(axby - aybx)k}(cxl te,d +czk) =
RS e B =(ab—ab)c+(ab—ab)c+(ab—ab)c=
y z zy x z X X z v Xy yox z a a a
=ab +ab +ab, . 4
b b

- - = 2 2 2
a—”a”—\/a-a —\/(l +a +a
X y z
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Nella rappresentazione cartesiana si possono anche facilmente
dimostrare le identita vettoriali:

(@nb)rc=(a-c)b—(b-c)a
an(bnc)=(a-c)b—(a-b)e

+ Infatti, prendendo, per esempio, la componente x della prima identita
si ha:

Ya,b,ceV
Va,b,ceV

Operazioni tra Vettori in Forma D Vettori Variabili con il Tempo D
Cartesiana (Il L ronmnzion

GIUSEPPE OCCHIALINI

Uno scalare fisico (p. es. la temperatura) pud variare nel fempo. In tal
caso la variazione & descritta da una funzione scalare del tempo:

fit[eR]—>f(r)eR

Analogamente un vettore fisico (p. es. la velocitda) pué variare nel

tempo. In questo caso la variazione e descritta da una funzione
vettoriale del tempo:

v: tl:e R]——)T)(t) 34

DOMENICO GALLI - Vettori

ALMA MATER STUDIORUM ~ UNIVERSITA DI BOLOGNA

Vettori Variabili con la Posizione e Campi g
Vettoriali
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Uno scalare fisico (p. es. la temperatura) puo variare con la posizione
nello spazio. In tal caso la variazione e descritta da un Campo Scalare
(ovvero da una funzione scalare delle 3 coordinate spaziali):

f:P(x,y,z)[e R3]——>f(P)= f(x,y,z)e]R

Analogamente un vettore fisico (p. es. la velocitd) puo variare con la

posizione nello spazio. In questo caso la variazione e descritta da
un Campo Vettoriale (ovvero da una funzione
vettoriale delle 3 coordinate spaziali):

7:P(x,y.z)| e R’ |—75(P)=

17(x,y,z) eV

Cumpo ve‘h‘or‘aale della velocn’ru del ven‘ro
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Derivata di un Punto D
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Dato un punto mobile P = P(¢), dove & un parametro variabile (p. es. il

tempo) si definisce derivata del punto P rispetto alla variabile ¢ il
limite, se esiste:

%: lim { [P(z+Az) P(t)}}
P(l+ At)— (t) & un vettore, per cui anche dP/dr & un vettore.

La derivata di un punto & un vettore.

ap/dr P(t+At)|— P(t)
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Derivata di un Vettore D
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Dato un vettore v = ﬁ(t) dove ¢ & un parametro variabile (p. es. il
tempo) si definisce derivata del vettore v rispetto alla variabile ¢
il limite, se esiste:

+ Poiché 17(t+ At)— ﬁ(t) & ancora un vettore,
di/dt & pure un vettore.

La derivata di un vettore & un vettore.
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Derivata di un Segmento Orientato D
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La derivata di un segmento orientato B— A= B(t)— A(t) ¢ uguale alla
differenza delle derivate dei suoi punti estremi:

segmento orientato segmento orientato

al tempo 1+Az al tempo ¢
d 1
dt(B_ )—BE})E B(t+Ar)-A(t+Ar)- B(t)-4(2) |=

B(r+ 1) A1+ Ad)— B() - A(1)
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Un caso interessante si ha quando si considera un segmento
orientato P(t)— O con un estremo fisso O (detto vettore posizionale
o raggio vettore):

#(1)=7()-0
£-4f-a]-2

La derivata di un punto & uguale alla derivata del
suo vettore posizionale.
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. Valgono le seguenti regole: .
d( +h)= da @ {Ei,l;eV
dr dr ot

Gl =5 r’
B db
Sfari)- il
a - . db
( ) Ab+an E

Le derivate dei vettori possono essere effettuate mediante le
espressioni cartesiane:

di dv, , dv dv
— =74 +
dr dr dr dr |
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Funzione Primitiva o Integrale Indefinito g
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+ Data una funzione scalare:
t[eR]—>f(t)eR
si definisce integrale indefinito o (meglio) funzione primitiva della
funzione f'la funzione F tale che fsia la derivata di F:
dr

F=[rla o r="

* Analogamente, data una funzione vettoriale:
t[eR]—>i(r)eV
si definisce integrale indefinito o (meglio) funzione primitiva della
funzione v la funzione w tale che v sia la derivata di w:

o= [o(t)dt & a:‘z—?
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Funzione Primitiva o Integrale Indefinito g
Q) 5

unzione primitiva (o integrale indefinito) si puo calcolare mediante
spressioni cartesiane:

i(t)=v, (t)i+v,(¢)7+v, (e)k
[o(c)de=ifv (c)de+ 3 v (¢)de+ kv, (c)de

o —

le

—
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